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平面に植えた梯形フィン
若林嘉一郎
Heat Transfer from a Trape~oidal Fin on a Flat Plate 
Kaichiro W AKABA Y ASHI 
On the ternperature distribution in a trapezoidal fin on a fIat plate and the heat 
transfered frorn it， Bosch has presented theoretical equations. But， the writer has 
found an irnportant mistake in Bosch's method， and obtained the exact equations and 
the approximateequations for practical use. And further， itis shown in one example 
that the values of the temperature and the transfered heat calculated by Boschr s 
equations differ not a 1ittle frorn those obtained by the approximate equations， which 
are in good agreement with those by the exact equations. 
1 .緒 雷
周囲流体D温度が一定の場合に， Boschはをの著書に3まいて，梯形フィンむ温度分布について
微分方程式を解いて，フィンD温度分布を与える式を求めている tUD 筆者はとり Bosch<D解法に
誤りがあるととを発見し，正しい解を求めることができた。
2. Boschの解法の紹介とその吟味
第1図に示すような梯形フィンθ般小部升について，熱量
り収支を考えると改白微分方程式を作るととができる。
立旦一 +i.1旦 a JL=O _~ 
dx~ x dx )，tanゆ X 第 i図梯形プイ νの待号の説明
ととに， θはフィンと周囲流体との温度差， αはフィン表面と周囲流体との聞の熱伝達率， )，は
フィン材料の熱伝導率で、ある。
いま， αがフィシ表面上のあらゆる箇所で一定であると仮定し z=αx/J.tanゆと措くと上式
は次のように簡単になる。
d誼θ 1 dθθ 一一一十一・.一一一 =0・..・ H ・.・ H ・.・ H ・H ・H ・-…H ・H ・-… H ・H ・. (1) 
dzl Z dz z 
上の微分方程式の一般解は，ベツセJレかん数を用いて次式で表わされる。
θ = AJo (2i~z) + B No(2i~z) ・H ・H ・-…...・ H ・...・ H ・.・ H ・-… H ・H ・.. (2) 
ベツセルかん数の性質上， zが正む実数D場合には Jo(2i/z)は正の実数となるが，No(2i/Z") 
は複素数となる。そとで Boschは， 8は常に正の実数でなければならぬという理由から， (2)式。
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積分定数Bは必撚的lこOになると考えて，次式が (1)式の解になるとしている。
θ= A10 (2iJ'--z) ....…H ・H ・-…….....・H ・..…・….，...・H ・.・H ・-…… (3)
と乙で， X=Xoに3まいて θ=θ。であるとすれば，上式の積分定数 Aが求まり，温度分布。
式は次のようになる。。=θ目 Jo(2iJ-Z)/10 (2i〆五〉…...・H ・.…..・H ・-…..・H ・-…，.・H ・..・H ・.(4) 
また，プ 4 ンD単位幅当りの放熱量 Qに闘しては次の関係が成立する。
Q= -2αj:θ dz … …..・H ・.…… H ・H ・.…… …H ・H ・-… ・.・H ・H ・..(5) 
(5)式に (4)式を代入して積分を行うと次のような放熱量 Qを与える式が求まる。
Q 2J.tanφ( /-. T /n- /-， rn! /-， '1 =θ。IJ'五i1 (2iv/Z";)一〆Z;;-i 11 (2iJ'五)I .・H ・.(6) 
10 (2iJ'z~) ~ u l. 一一 J
以上がBoschの解法の紹介であるが，次にとの方法に誤りがないかを吟味しよう司
ベツセルかん数の』性質を用いて計算すると (2)式は次Dように書き改める乙とができる白
θ=A10(2凶 +BN口(2ゆ=[A +tB(l +如)J 10 (2凶
空r(r + IogeJ'z) Jo (2iJ'z) -1;乞ヰCiJ'i)2r(1 + J-+王+…+~)l π l" .-...-O..v ~，.， "'--v~" r=l (r品ノ 2 ' 3' . r/) 
上式から明らかなように， θ が実建設ιで，あ lるためじは B~忌よび A + B(l十 4n)i/2が実数であ
れば宜しいととになる。ととるが Boschは (2)式に長いて積分定数 Aが実数であると考えたため
に， (3)式C関係が必然的に成立すると誤解したのである。
3. 梯形74シI己ついての正しい解悲
ドイツの学者はしばしばきよ変数ベヲセルかん数を用いるようであるが， われわれ日本人に親
しまれている変形ベツセルかん数左用いると，く1)式。解として次式が得られ， Z~なよび θ が正の実
数θときは積分定数A'主すよびB'は実数となる。
θ= A' 10 (2'¥1'2) + B' Ko (2〆z)・H ・H ・.・H ・-…・…-…..・H ・...・H ・-… (7)
上式の積分定数A'告よびB'は次の条件によって求めるととができる。
(i) X = Xoに長いて θ=θ。であるとすれば次の関係が成立する。
θ。=A' 10 (2JZr;) + B' Ko (2J瓦〉
(ii ) 断面 X= Xlを通る熱量が7 -1ンの端商から周囲に失われるもりとすれば単位面積を通過す
る熱量を比較して孜式の関係が得られる。
A (dθ/dX)Z=A:l =αθz=町
上式に (7)式を代入すると次の関係式が得られる白
A'Il (2J'云〉ー B'Kl(2ν/五)=〆五 tan世CA'lo(2/五)+B'Ko (2〆τ~)J
従って，温度分布の式は次θようになる。
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I。に2t1言)CKl(2t1孟)+tlZ;:tanゆKoC2、/Z";:)】十Ko(2/z")(Il(2〆五)-tlZ";:tan針。(2J~)J
θ=θ …(8) 
。Io(2t!五)(Kl(2/云十、/五tanゆKo(2t1云)J+KoC2t1五)(Il(2t1五)-tI五tan針。(2/云)J
上式を (5)式に代入して積分すると吹むような放熱量 Q を与える式を求めるととができる。
CtI五11(2/五)- tI~ 1 (2t1五)JFl + C〆五Kl(2t1~) -tlZc; Kl位〆瓦)JF2 
Q=2θoUa岬…(9)
10 (2t!'瓦)Fl十 Ko(2、/函)F2
ととに， Fl = Kl (2t1云)+〆五 Ko(2t1云)tanゆ
F2 = 1 (2/云)- tI云 10(2/Zt) tanφ であるロ
また，フ 4 ン先端の放熱量を無視し， (7)式。積分定数を求めるための条件 (ii)の代りに，
(dθjdX)Z=Zl = 0註る条件を用いると，温度分布θ式命よび放熱量θ式はそれぞれ (10)式命よび
(11)式。ょうになる。
I。(2t1Z")Kl (2ν/云)+ Ko (2Jz) 1 (2、/云〉
θ = θ ・H ・H ・-…..・H ・..(10) 
。 10(2t1Z;;) Kl (2t1五)+ Ko (2ν/瓦)1 (2ν/五〉
〔〆五Il(2t1五)-/示11(2J~)JKl(2t1五)+ C/Z;Kl(2J五)ー 〆五，Kl(2J瓦)]Il(2/ZJ
Q=2θoAtanO ・(11)
Io(2t1五)Kl (2ν/ふ〉十 KoC2J瓦)1 (2/五〉
4. 各解法の比較
ますτ，次のようた例題について， Bosch ([)解法長よび前節に述べた二つの解法を比較しよう。
フィンDつけ根の厚み 80が7mm，先端の厚み dlが 3mm，フィンの高さが 50mmの鋳鉄製
梯形7'"ンに3まいて， A = 50 kca1/mhoC，α= 10 kcar/m:lhoC，θ。=800C と仮定すると，
tanゆ=1/おとなるから次D諸数値を計算できる。
Xo = 0.007 x 25/2 = 0.0875m Xl = 0.003 x 25/2 = 0.0375m 
また， z =αx/J.ta岬であるから
Zo = 10 x 0.0875 x 25/50 = 0.4375 ， ZI = 10 x 0.0375 x 25/印=-0.1875 
とれらの値を各解法D温度分布の式命よび放熱量の式に代入して計算した結果を第1表に示す。
(フィン先端に争ける周囲流体との温度差 (Fhは温度分布D式にないて Z= ZIとして計算すると
とができる。〉
第 1 表
プ iY先端の温度。C 放熱量 kcaljmh.
住)式からの計算値 6 4.3 (6)式からの計算値 7 2. 0 
(8) 式からの計算値 7 2. 8 (9) 式からの計算値 7 5. 6 
側式からの計算値 7 3. 2 胸式からの計算値 7 5.8 
第 L表 各解法に従った計算値の比較
第 1表から明らかたように， とり例題ではフィン先端の放熱量を無視した場合D計算値はきわ
めて近似度が高(， (梯形フ 4 ンは〈形ブィンに比しフィン先端。商積が小さいDで，同じ仮定D
もとに計算したく形フ 4 ンむ場合よりもさらに近似度が高くなっているtヘ一方， Bosch ([)解法
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に従った場合は91はかなり具った値を示し尤いるが，放熱量には余り大き危誤りが表われてい註い。
iXに，梯形フ-1:-' <D極端~場合として三角フ 4 ン台よびく形フィンにまで考察を進めよう。
(4)式は変形ペツセJレかん数を用いて次Dように書き改めるととができる。
θ=θ。10(2〆瓦 )/10(2~孟〉・H・H・ H ・ H・..…...・H・..…...・H・..…...・ H ・.....・H・.. (4)' 
ととろが，三角フィンD場合には， (8)式命よび (10)式に3甘いて Zl= 0と怠るから，己れ
らの式は (4)'と一致する白
一方J <形フィンの場合には tan世=0となり原点は無限遠点にあるととになるから J Zは無
限大とたって次D関係が成立する。
10 (2v1z) = IJ (2v'z) = e 2 レτ/2~Të~Z J Ko(2vτ)=Kl(2、/五)=/Te/2Y五eIレ瓦
いま，第2図むように〈形フ-1;.r<l) 高さをhとし，フィ
ンのつけ根からの距離をsで表わすと次D関係が成立する。
J元 -vl~=h/2~五 Xo Xl = X12 Xl/XO = 1 
J云ー 〆ふ=(hー の/2v1五 XXl= X12， Xl/X = 1 
も/丸一 /x=~!2J'五 Xl=o/2tan世 第2図〈百五プイ yの符号の説明
以上の関係主用いてく8)式台よび (10)式を書き改めるとそれぞれ (12)式命よび(13)式のよう
になる。
θ=θ口
θ=θ。
(... /-一一一「 ーレ五冗a(h-~) (4 r----=--=-:-'i e 11+〆αo/2A1 +e . ~_Jnv' .' 11-~αôj2 ..l 1 
e叩 h C1+~同〕ザ v'}. ，-，jM 1 C 1ー 〆同〕
レ五π8(hーか . レー五万8'(nイ j
e 十 e
レ白7両 h
e 
十 ーレ函/ABh 
e 
.・H ・.(12) 
. (13) 
周知むようにJ (12)式は〈形ア 4 ンに拾いて先端からの放熱を考慮した場合D温度分布の式
であり J (13)式は先端からの放熱を無視した場合θ く形フ 4 ンの調度分布の式で、ある。
また， (4)'式に上述と同様。条件を用いると次式のよう主主関係が得られ， く形フ 4 ンθ温度
分布を示さt;.いととが分る白
レー'1.，-，'λ8!; 9= θ。e --J ・ H ・H ・.・H ・.・H ・.・H ・. M ・...・H ・....・H ・.・H ・-ー (14) 
5. 結 雷
(i ) 平面に植えた梯形7 -1ンについて，従来Eしいと信ぜられていた Bosch([)解法が理論的
には誤りであるととを証明しE 正しい解法に従って (8)式命よび (9)式D ような温度分布告よび放
熱量の式を作成した。
(ii) 7 -1ン先端の放熱量を無視して作成した (10)式語よび(11)式は (8)式金よび (9)式
に比1.計算が商単でかっそC近似度も高いから，実用的には (10)式争よび (11)式を使用すると便
利である。
(iii)実際的な応用。立場から考察すると， フ 4 ンD温度分布よりもむしろ，放熱量を必要と
するととが多いが，例題について計算した結果，放熱量。式として Boschが与えたく6)式の近似度
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がかたり高いととが分った。 また BoschaJ式は三角フ 4 ンの場合には厳密に正しいととも分っ
た。従ヲて第4節に述べた例題よりも三角フィンに近い形の梯形フ 4 ンに対じては， (10)式よりも
さらに計算の簡単なく6)式を使用して放熱量を求めても大き危誤りがないと想像される t330
註
(1) M~ ten Bosch : Die Warmeiibertagl1ng. S. 60く193'6)
(2) 1bid.S.59にプィンの高さ、ならびにλ，IXおよび叫が第4節の例題に等しい厚さ 5mmの〈形7-rY
について、 フィ y 先端からの放熱を考慮した場合じそれを無視した場合との計算結果を比較してある。
乙れと第l表とを比駿すると、 7 -rY先端からの放熱を無視した式の近似度は梯形フィンの場合の方が〈形
フ-rYの場合よりも高いζとが分る。
(3) (6)式は、われわれ日本人に親しまれている菱形ベツセルかん数を用いて弐のように書き改められる。
2λtanり
Q ー 00(1/五~ 1 (2./瓦)-vZ;-1く2〆五)J
10(2〆zo) ー
